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Rozdzial 5
SKRECANIE

Zadanie 5.1

Dla preta podpartego i obcigzonego, jak na rys. 5.1a, sporzadzi¢ wykres momen-
ww skrecajacych.
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Rys. 3.1

Podobnie jak w wypadku momentéw zginajacych czy sil poprzecznych lub po-
dluznych, przed przystapieniem do rozwigzania zadania nalezy ustali¢ regule znako-
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ckrecajacych. Moment skrecajacy bedziemy uwazag g4 |

W 1 3
wania momentd stalony ma podstawie reguly Sruby prawg :

rwrol wektora momentu, U
Jcsi zgodny Z D

écony | przeciwmie (por. Iys. 5.1b). _ |
I“ﬁlljc:;a J;l zgodnie Z definicja momentu skrgcajacego otrzymujemy diy |

golnych odcinkdw prgta nastgpujace wartosci M,

H;lsﬂf’-M'i*H;:z'l'Sll'l=D'

Wkresy m:rmentﬁw Ekrl:fﬂjiil?}"-'h J'_'ll_‘-]"'.ﬂ.E.’.lrl:_‘r na rys. 3.1a,

Fadanie 5.2

Dla preta © przekroju kolowym 1 :irn.‘:d.nlcy d = 8 cm, obcigzonego itk n
~vs 5.2a wyznaczy¢ katy skrecenia przekrojow A, B, € wzgledem przekrojy [
"ipnrzqdzu, ‘wykres katéw skregcenia. Okreshc maksymalna  warto$é naprezer
;;}-.;zngg.;. {1:;!], Przyjaé wspdiczynnik sprezystosci poprzecznej matenialu g
G = 8 - 10° MPa. o .

Postepujac analogicznie jak w zadaniu 5.1, latwo sporzadzié wykres momenti
skrecajacych, ktéry pokazano na rys. 5.2a.
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Rys. 5.2

rmalna zewnglrzng rozpatrywanego elementu, a za uj.ﬂnmy o
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Kat skrgeenia odeinka preta o diugosei 1, o g i i
; : " alym przekro
cie skrgeajacym My, wyznaczamy ze wzory o i

My,
G.[l J:E :

B, =

gdzie: J‘,:l — biegunowy moment bezwladnoéci
jego srodka.
Korzystapic z powyzszego wzoru i podstawiajge

przekroju poprzecznego wzgledem

G =810 kNfem? oraz J = ®4' _ 3,14 -8
! 32 37

= 401,9 em*,

olrzymujemy:

Kat skrecema 0., = 0. przekroju € wzgledem przekroju D WYNOS]

|
Op = o ‘co _ 160 -200 B
IR uanlg. i
Kat skrecema przekroju B wzgledem D
o - Maclac Mepley (2200100 160 - 200
ﬂ.ﬂ .HI:' ch % = umgﬂ‘l- I'-Eld
GJ! G 8-10°-401,9 8-10°-4019 :
Kat skrgcenia przekroju A wigledem D
0,, = Mﬂﬂi:ﬁ " Mﬂc‘rﬂ__g . Mc?ﬂfcn _ 40 - 100 ¥
GJ, GJ,"  GJI  8:10° 4019
(-20) - 100 160 -
+ - 2 = 0,01057 rad.
81074019 8 -10° - 401,9

Wykres katow skrecenia pokazano na
mozna przeprowadzic w odmienny  sposéb, wykorzystujae  zasade SUPErpoOzycjl.
Pmn?.cj Fragkiudnav:_m obliczono kat skrecenia przekroju A wzgledem D, wyznacza-
jac oddzielnie kat skrecenia od poszezegélnych momentw M, M), M

rys. 5.2a. Obliczenie katéw skrecenia

R
O =84 + 0, + 0,5,

g™ _ 40 -400
Ap ©
8 - 107 -401,9

= 0,00498 -rad,
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EH; S il 300

= = -0,00560 rad,
0 2.10° -401,9

e 18 13D _ 50113 n,
8 - 10° - 401,3

Po zsumowaniu otrzymujemy
8, = 0,01057 rad.

Naprezenia styczne W przekrojach poprzecznych skrecanych pretéw k olowyg
| pierscieniowych wyznaczamy z¢ WZOru

gdzie: M. — moment skrecajacy w danym przekroju preta,
p — odleglos¢ biegunowa punktu, w KIorym wyznaczamy naprezenia
Rozklad naprezeri stycznych wzdhuz dowolnego promienia przekroju poprzecms
go preta skrgcanego jest wiec liniowy, a wartosci tych naprezei sg proporcjonal
do odleglosci p od $rodka przekroju. Pomewaz przekrd) preta jest staly wien
pewno maksymalne napr¢Zenia styczne wyst: apia na pnu ierzchni preta w przekro

w ktérym moment skrgcajacy jest najwigkszy M = M’ cp = 1,6 kNm
Mo 'g 60
L - 200 °% _ 1,59 KNfem? = 15,9 MPs
s L 401,9

Rozklad naprezed stycznych w przekroju poprzecznym preta na odeinku €0
pokazano na rys. 53.2b. Na rysunku tym pokazano réwniez stan napreienia jib
istnieje w dowolnym punkcie na zewnetrznej lub wewnetrznej powierzchni wale
we) odcinka preta. Zwroty naprezeri odpowiadaja dodatniemu momentowi skrac

cemu.
Ladanie 5.3

Pret o przekroju kolowym, na jednym koricu utwierdzony a na drugim swobal
my, obcigzony jest jak pokazano na rys. 5.3. Sporzadzié wykres momentéw skt

Jacych 1 katéw obrotu poszczegdinych przekrojow oraz okre§lié maksymalne n
zemia styczne. Przyjaé G = 8 - 10* MPa oraz d = 8 cm.
Moment skrgcajacy w dowolnym przekroju preta AB mozZna zapisaé

Mig = ~M; +m(l-x) = -1,5 + 0,5(4 - x) = 0,5 - 0,51,
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M{ = -1,5 kNm, M = 0,5 kNm.

Wykres momentow skrgcajacych pokaza-
no na rys. 5.3, Kat skrgcenia preta w do-
wolnym przekroju liczony wzgledem prze-
kroju utwierdzenia wynosi

m5:l.'l,5 k Mimy/m

AR
mmeajﬂ‘

: fm 5-05x)10°dx = =°
g-10° - * 8
32 g
=

e .
=311 -10° [D,Sx " 552 % ] S
stad Rys. 5.3
dla x' =0, G, =0,
dla x=40m, 0, = -622 107 rad.

A

Aby wyznaczyc ekstremum funkeji kata skrecenia przyrownujemy  pierwsza
pochodna do zera

dB,,0x)
dx GJ

i

05-05x) =0, stad x=1,0m.

Latwo zauwazyc, ze pierwsza pochodna kata skrecenia jest réwna G’L - Krot-
J

. - (4] 2
nej wartosct M, stad ekstremum O(x) wystgpuje w przekroju gdzie M = 0

(por. rys. 5.3)

05 1%

0, = 3,11 - 107 [n,s - ] = 0,777 - 107 rad.

Maksymalne naprezenia styczne wystepuja w przekroju A i wynosza

M 'g 150 - 4
T = . % = 1,49 kNfem? = 14,9 MPa.
- J 401,9 I8
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Zadanie 5.4
Wyznaczy< |
ak na rys. 544, przy zalo2
moga przekroczyt wartoscl K,
wyzmaczyé wartosct | kierunk:
u.:*ktc-r}' na elementamym wycinku p

minimalng Srednicg d preta skrgcanego, podphricgp | Obcigzoney
eniu. #¢ maksymalne naprezenia styczne w precs hie
R =15 MPa. Przyjmujac obliczong srednice ¢
ekstremalnych naprezen glownych oraz pokagag i
owierzchni preta.

bl
- 25kNm 4 SkNm
e
A - Trax=75MPO | o
C a
10 m - '
1 'y
M [ktm] et o T

[[Tenl]

Rys. 5.4

Momenty skrecajace w przekrojach poszezegdinych odcinkow preta wynoszg

My = -5 kNm,
Mg, = -5 +25 = 20 kNm.

Wykres momentéw skrecajacych pokazano na rys. 5.4da. Poniewai momen
5kf:c;.lj.}f:v: oraz przekroje preta na odcinkach AB 1 CB sa rozne, nalezy sprawdi
naprezenia na obu odcinkach. Dla kazdego odcinka trzeba wyznaczyé minimaly
wartoéé d, wicksza z tych wartoéci jest rozwiazaniem zadania.

Dia odcmka BC mamy

] ¥
1|:BEII:' _ Mﬂﬂ'pm: i MH o
maz —.Ef.' B Ag ~ P
"".5 wn

gdzie: W, = J [p_.. — wskaZnik wytrzymaloSci prgta przy skrecaniu,
Analogiczme dla odcinka AB

o
s Mup
ltllll = AR = I*
Wﬂ
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3 3
]1‘ e
W = _"‘_‘f_1_ WA [2 ] _ 27 ' qd?
16 16 128 °

Podstawiajac otrzymujemy

500 *[ 500 -
=P SR dwd o 0 -16 3
m {Ij g z 75 v339,7,
16
2000

3
sT5, stgd dz \JM - 34{}11;51

27 - nd? 27 ¢ - 75

128

Minimalna Srednica preta d = /4026 = 7,38 cm.

£ przeprowadzonych obliczen wynika, ze przyjmujac dla danego preta d = 7,38 em
m_elkﬁ}fm:llne naprezenia styczne t = 75 MPa otrzymamy na powierzehni huc?:
nej preta na odeinku AB, tam tez wystapia ekstremalne naprezenia glowne, kiore
wynosza odpowiednio '

Toax = & Ty = 275 MPa,

s
min

Naprezema glowne wystgpujg w plaszezyznach nachylonych pod katem = 4
1 3n 4 w stosunku do osi preta, w plaszczyznach tych naprezenia styczne sg row-
ne Zeru.

Na rys. 5.4b na elementamym wycinku powierzehni preta z odeinka AR, Kidre-
o boki sy odpowiednio rownolegle i prostopadie do tworzacych, pokazano wektory
naprezedt stycznych (zwroty naprezen odpowiadajy M, > 0). Obok dla tego SAmego
punktu pokazano odpowiadajacy stan naprezen gléwnych.

Ladanie 5.5

Dla preta walcowego, o skokowo zmiennym przekroju, zamocowanego 1 obeig-
sonego jak na rys. 5.5a, wyznaczyé skladowe reakepi podpor, sporzadzic wykres
momentow skrecajgeych oraz katéw skrecenia, Preyja¢ d = 10 cm, a = 04 m
G =8 - 10" MPa. |

Reakcjami podpar beda momenty utwierdzenia M : | Mjf » Ktorych zwroty zakla-
damy dowolnie. Przyjmujac awroty tych momentow jak na rys. 5.5 1 traktujae pret

Jako ciato sztywne mozna zapisaé warunek rownowagi w nastgpujacej postaci:

DY M =M M M -0

Eﬁwnrmw to zawiera dwie mewiadome M;, My. Poniewaz jest to jedyne rdw-
fame rownowagi dla tego prgta, wige zadanie jest statycznie niewyznaczalne, Dru-
gle rownanie konieczne do rozwiazania zadania uzyskamy, analizujge odksztalcenia
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skrecanego prela. W tym ':"*l‘lu usli“'ﬂlm-"’ pndpﬂwﬁ B,.i i} ﬂddziaiywanig M2 pre
sastepujemy momentem Mg, Otrzymujemy W (en sposob pret jednostronnie yyy,,
dzony (uklad zastgpczy statyczmie wyznaczalny), abciazony w przekrojach p 1§
momentami M i M 2 (por. rys. 5.5b). Aby oba Ukmd.}l Uyly nffwnnwaing, ich g
sztalcenia muszg by¢ identyczne. Z warunku podparcia preta pierwotnego wyi,
¢ kat skrecenia przekroju B musi byé réwny zem, -

Obliczajac dla  schemgay 2
stepezego kat skrgcenia B, =8
i pl_’g'}"[’li‘l"-"r'l'llljilc 2o do zer I:rtn:
mujemy  drugie réwnanje (Wary.
nek geometryczny),

Korzystajac z zasady Supemy-

L .. ; ‘ EYCjl moiemy wyrazié kat skrece.
i 1 | 1
) Hf H: ml::;E!m, lako sume kata skrecenis
5 " - Ogy Wywolanego dzialaniem ny,
é— B L g mentu M; 1 kata skrecenia H:;
A wywolanego dzialaniem momepy,
s M [kNm] : ; M;. Otrzymujemy w ten sposth
=il ¢ | nastgpujace rownanie:
TG oy v
2) 6, = 0,7 +6" =
4) & [rad] 0003148 malT TR
0000183 gdzie:
B:f" : MB 'EHE i MBS‘:.IE'
. pBC Cpdc’
Rys. 5.5 G G
] J " §
[]MIJ _ _MI Ipe M, e
BA DC i’
Podstawiajac & G
4 . 104
,;':ﬂ " J,,DC _na” _ x-10" _ 981.7 cm*
32 32
2d = -20°
i - 15708 em*
32 32 '
mamy
My Mg - 80 M - 40

= -1,05 - 1075 My,

3
I

8-10°-981,7 8 -10°- 15708

EH.“ _ . 1200-40 1200 - 40 ;
BA = = . &
8-10"-981,7 8-10°- 15708 IR

Po rozwigzaniu ukladu réwnan otrzymujemy

M} = -582 kKNm,
Mg = -6,18 kNm.

Wykres momentow  skrecajaeyeh pokazano na rys. 3.3¢. Korzystajac z lego
wykresu obliczamy katy skr¢cenia preekroju D oraz C wzgledem przekroju B

e Mpg “lpy 618 - 40
ng - 5

5 8 -10° - 9817

(1]

= 3,148 - 1077,

[ i
Mpg " Ipg P Mep 1oy

gy G

618 -40 582 -4p
8 10°-981,7 8-10°-9817

= 1,833 - 107°%;

Wykres katow skrgcenia pokazano na rys, 5.5d,

Ladanie 5.6

Dla preta obustronnie uiwierdzonego, o przekroju pierScieniowym na odcinku
BC oraz o przekroju kolowym na odeinku AC, obeigzonego jak na rys. 5.6a, spo-
readzic wykres momentow  skrecajacych oraz  okreélic maksymalne naprezenia
styczne w obu cze¢sciach preta. Modul sprezystosci poprzeczne) staly dla calego

2 — ' 4 T M - . . . -
prgta & = 8 + 107 MPa, &rednica zewnetrzna preta d = 8 cm, Srednica wewnetrz-
nad =4 cm,

Zakladwjac zwroty reakepn podpor M 1 M3, iak pok: arys. 3 ;

/ yac zwroty reakeji podpér M, p» JaK pokazano na rys. 5.6a, otrzy-
mujemy rownanie réwnowagi w postaci

5 & X 5
1} Mg+ M - M, - M, =0.

s A

Rozpatrujac uklad zastgpezy statycznie wyznaczalny (por. rys. 3.6a) 1 korzysta-
Jac 2 warunku, Ze kgt skrgcenia w przekroju B musi byé réwny zeru (utwierdzenie)
trzymujemy drugie rownanie (warunek geometryczny).

®
M, M, My

2) By, = 0y = Oy + Oy + 0y = 0.

Podstawiajac
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jﬁc = '-qul = M = d’Dz-li ":md. Toax = L = ﬁzn? I':-'[""I.lf‘::rﬂJE = ﬁ'ﬂ';? MPa.
*‘ 32 32 : 402,1
Mrzymujemsy Dla odecinka preta o przekroju pierScieniowym mamy
TET . ; - 80 390 - 4
g = ! i Ms = -4476 - 107 My T = ——— = 4,14 kNfcm? = 414 MPa.
B g-10°377  8-10° 402, ’ 377
H'H'I = 1000 - 80 = 0,0249, Rozktad napr¢zen stycznych, w przekrojach poprzecznych preta na odeinkach
Moog.10° -402,1 pC i CB, pokazano na rys. 5.6b.
M 600 - 40
Om = == 0.00747. Zadanie 5.7

8 - 10° - 402,1
Dany jest pret skrgcany momentem M* = 6 kNm, skladajacy si¢ 2 aluminiowej

rury 0 diugosci { = 0,8 m, w kidrg wlozono stalowy pret okragly tej samej dlugos-

ci (rys. 5.7). W przekroju A pret jest utwierdzony, natomiast w przekrnju- B swo-

b hodny lecz :a.al-:m’n:.tr.unj,-_ sztywna plytka zapewniajaca jednakowy kat skrecenia obu
“;_p T inaw=607MPg czefci preta. Sporzadzic wykres naprezen stycznych w przekroju poprzecznym
,ﬂl: preta, Przyjac dla ury G, = 2,8 - 10" MPa, natomiast dla preta G, = 8 - 10° MPa.

e = -
M=10kNm B 7 s
O&km } 0ém k O6m ¥ '::-/-"'/‘iﬂI l.p:. M =BkNm
. d | B07MPy E=———=c=== T _ T_j" @ 3
s T e e mm e e e = = = B o
« L 7 la e g
| e L i-obm L frer
———————— = 1 T
5 ¥
& M s 7oy = 312MPa
o = r S
H;[kh'm} F; o= 221MPO
B i
- iz b S L Tmox=41AMPo ©m‘"‘ ,
=,-|...|.|.....|...|..J..H| “ - 4 ! e II",‘
L= ; e

_— Rys. 5.7

Aby okreshi¢ wartodct naprezen stycznych w przekroju poprzecznym prgta nale-
zy wyznaczyé momenty skrecajace M, i M, przenoszone odpowiednio przez alu-
miniows rurg oraz stalowy pret. Zadanie jest wige statyczmie niewyznaczalne i do
jego rozwigzania, poza warunkiem statycznym nalezy skorzysta¢ z warunku geome-
trycznego, wynikajacego z odksztalcen sprezystych preta,

Rozpatrujac réwnowage odcigte) przekrojem a - @ czgdci preta (por. rys. 5.7)
olrzymujemy

P-'.hd:m'.l.]a;qc obliczone wartodci do rdwnania 2 otrzymujemy po jego rozwiat
nu My = 3,9 kNm.

Rozwigzujgc réwnanie | mozna wyznaczyé wartoé¢ momentu utwierdzeni
18 :
w podporze A - M, = 0,1 kNm.

Wykres momentéw skrecajacych pokazano na rys. 5.6a.

Maksymalne naprezenia styczne na powierzchni preta kolowego wystapia n2
odcinkuy DC | wynoszg
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|}M."+M;— = 0.
Katy skrecenia rury i preta muszg by¢ sobie rowne, wige drugie réwnapie przy.

jmuje postac

On = O3
czyli .
2) =
Gl "r.n-l GZ ."'.'ﬂi
Podstawiajac
{d] dz) 3,14(8* - 4%
= = 377 ’
Jo 32 32 o
4 o
1. = E—dl- b 25,1 cm?,
e 32
otrzymujemy po rozwiazaniu rownan | 12
M =208 kNm, M, =392 kNm.
Maksymalne naprezenia styczne wynoszy
dla rury t:m . 208 -4 2,21 kN/cm? = 22,1 MPa,
377
dlapreta 1o, = 3’;;2 = 31,2 kNjem? = 312 MPa.

Rozklad naprgzen stycznych w przekroju poprzecznym preta zlozonego pokazs
no na rys. 5.7

ZLadanie 5.8

Pret o przekroju prostokatnym obciazony jest na koricach momentami skrecajs
cymi M® = 2 kNm.

Obliczyé maksymalne naprezenia styczne 1 naszkicowad rozklad napreze stycr
nych wzdluz osi gléwnych przekroju, przekatnych oraz na krawedziach bocznych
Diugosci bokéw przekroju wynosza h = 9 em, b = 6 cm.

_Pnniewai skrecany pret ma staly przekrdj i obcigzony jest wylacznie moment
mi przylozonymi na jego koficach, spelnione sa warunki swobodnego (czystego)
skrecenia.

Deplanacja dla wszystkich przekrojéw poprzecznych preta jest taka sama, @ wig
nasigpuje we wszystkich przekrojach jednakowy rozklad naprezen stycznych, nai-
miast naprezenia normalne sa réwne zeru.
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Warto$ci naprezen stycznych t w po- ; :
szezegdlnych  punktach  przekroju  pros- i -
okatnego nie sa proporcjonalne do ich
odlegloéei od Srodka. Najwigksze napre-
senia styczne wystepuja w Srodku dhiz- 2
szego boku przekroju 1 na podstawie
teorii opracowanej przez de Saint-Venman- |
ta okresla si¢ je wg wzoru -
TR >
max k] E}Ih 1
edzic k, — wspolczynnik zalezny od Rys. 5.8

stosunku Afl .
W naszym wypadku A:b = 1,5, stad z tablic k, = 0,231. Podstawiajac mamy

g .. = b = 2,67 kN/em*?

0231 89

= 26,7 MPa.

WartoS¢ naprezen stycznych na Srodku krétszego boku prostokata mozna otrzy-

mac na podstawie zaleznosci
1.'] = EITm“

gdzie @ — wspolezynnik zalezny od stosunku Afb (dla hib = = 0,86), stad
= 0,86 - 26 = 22,9 MPa.

Rozkiad naprezen stycznych pokazano na rys. 5.8.



